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Neste artigo apresentamos uma introdugao a evolugdo do Universo predita pela equagdo de Friedmann, a qual
leva em consideracdo a composicio e geometria do Universo. A dependéncia da solug¢do da equagdo de Friedmann
na geometria é analisada, assim como a sua solucdo para diferentes combinagdes para os constituintes basicos que
formam o Universo. Os distintos comportamentos possiveis da evolu¢do temporal do Universo sdo determinados e

o cendrio predito pela Cosmologia Padrao é apresentado.
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In this paper we describe the evolution of the Universe in terms of the Friedmann equation, which takes into
account of the composition and geometry of the Universe. The dependence of the solution on the geometry and
composition for different combinations of the basic constituents are discussed. The distinct behaviours for the
temporal evolution of the Universe are determined and the scenario predicted by the Standard Cosmology is

presented.
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1. Introducao

Quando estudamos o Universo em larga escala esta-
mos, de fato, estudando Cosmologia. Etimologicamente,
Cosmologia advém do grego k6o pog, “"cosmos”, signifi-
cando ”“ordem” e \ovyia, "logia”, significando “estudo”.
Nas palavras de um dos trés laureados com o Prémio
Nobel de Fisica de 2019, P. J. E. Peebles (1935-): "A
cosmologia fisica é a tentativa de dar sentido a natureza
de larga escala do mundo material ao nosso redor, atra-
vés dos métodos das ciéncias naturais.” [1, p. 3]. Para
as grandes distancias presentes na descri¢ggo do Cosmos,
denominadas escalas cosmoldgicas (> 100Mp(E|)7 o Prin-
cipio CosmolégiC(ﬂ é vélido e a interagdo dominante é
a interacdo gravitacional, uma vez que em escalas sufi-
cientemente grandes o Universo € eletricamente neutro,
o campo magnético negligencidvel e as for¢as nucleares
fraca e forte totalmente despreziveis [2]. Sendo assim, o
Universo em escalas cosmologicas é descrito pela teoria
da Gravitacgao.

No inicio da modernidade, a teoria da gravitacao de
Isaac Newton (1642-1727) apresentada em 1687 em sua
obra Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (Prin-
cipios Matemaéticos da Filosofia Natural) tornou-se a mais
bem-sucedida teoria da Gravitagdo. A teoria da gravi-
tacdo de Newton explica muito bem, e.g., o movimento
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pc = 3,086 x 10%m [3].
2Ver Secdo
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da Lua em torno da Terra e as leis de Kepler [4,)5]. No
entanto, tal teoria é limitada, falhando em alguns aspec-
tos. Por exemplo, em se tratando de uma forca que se
manifesta perante uma interacao entre corpos dotados
de massa, uma questdao nada trivial diz respeito a na-
tureza dessa forca. Um outro problema reside no fato
de que, sendo uma forca com dependéncia no inverso
do quadrado da distdncia e com o produto das massas
dos corpos envolvidos na interagao, ndo temos dependén-
cia temporal alguma. Assim, essa forga se manifesta de
forma instantanea, violando o o que ficaria conhecido
como o segundo postulado da Relatividade Restrita [6].
Tais aspectos motivaram Albert Einstein (1879-1955) a
desenvolver a teoria da Relatividade Geral [7], a qual é
considerada uma teoria classica da Gravita¢do. Portanto,
as equagoes bésicas que regem o Universo em larga escala
e, consequentemente, a Cosmologia, sdo as equagoes de
campo propostas por Einstein para a teoria da Relativi-
dade Geral, que vinculam geometria e constituicao do
Universo (Secdo [2.2)).

No inicio dos anos de 1920, Alexander Friedmann
(1888-1925) [81)9] e Georges Lemaitre (1894-1966) [10,[11]
obtiveram, independentemente, solugdes nao estaticas
para as equagoes de campo propostas por Einstein ﬂ
Entretanto, foi no ano de 1929, que ocorreu a descoberta
que mudaria o paradigma de um Universo estatico vigente

3A contribuicdo de Friedmann para a Cosmologia é discutida em
detalhes na referéncia. [12].
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até entdao [ Tal feito ¢ devido ao astréonomo Edwin
P. Hubble (1889-1953) que descobriu que o Universo
estd se expandindo [14}/15]. Para que isso fosse possivel,
Hubble fez uso de descobertas anteriores: a da astronoma
Henrietta S. Leavitt (1868-1921) no que diz respeito as
velas padrémﬂ [16] e a do astronomo Vesto M. Slipher
(1875-1969) devido aos seus estudos acerca dos desvios
espectrais |17,18]|ﬂ Posteriormente, em 1998, os grupos de
pesquisadores associados ao The Supernova Cosmology
Project |20,121] e High-z Supernova Search Team [22]
verificaram de forma independente que, na verdade, a
expansdo do Universo verificada por Hubble é acelerada.
A descrigao e compreensdo deste resultado é um dos
grandes desafios para a Cosmologia.

A formulacdo de uma teoria para a Cosmologia ainda
¢é tema de intenso debate. Neste trabalho iremos focar
em apresentar os fundamentos e implicagoes do modelo
ACDM ﬂ o qual é atualmente considerado o modelo pa-
drao da Cosmologia, pois fornece o melhor ajuste aos da-
dos experimentais existentes [23]. Tal teoria fundamenta-
se fortemente no Principio Cosmoldgico, o qual nos diz
que, em escalas cosmolébgicas, podemos considerar o Uni-
verso como sendo homogéneo e isotrépico, isto é, que o
Universo possui seu conteido material distribuido igual-
mente por toda a sua extensdo, além de nao existir uma
direcdo preferencial para descrevermos os eventos fisi-
cos presentes nele. O Principio Cosmolégico implica que
todas as quantidades observaveis serdo invariantes por
translacdo (homogeneidade) e rotagdo (isotropia). Além
disso, quando assumimos o Principio Cosmolégico, as
equagdes propostas por Einstein para a Relatividade
Geral recaem, naturalmente, na chamada equacao de Fri-
edmann [89]. Tal equacao descreve a evolugao temporal
do Universo e, portanto, é uma das equacoes mais im-
portantes da Cosmologia. Neste artigo iremos apresentar
a sua derivag@o e descrever suas solugoes para distintas
geometrias e diferentes combinagées de constituintes ba-
sicos. Por fim, trataremos da solugdo para um Universo
plano composto por trés constituintes bésicos, a qual
representa a visao aceita atualmente pela Cosmologia
Padrao.

Este artigo tem como foco os alunos de graduacao, vi-
sando situa-los no cenario atual da Cosmologia bem como
os apresentar as equagoes que formam a sua estrutura.
Seguiremos uma abordagem semelhante aquela presente
nas Refs. [224], buscando apresentar em maior detalhe as
derivagoes das equagOes e discussao dos conceitos, assim
como iremos utilizar em nossa analise os valores mais
recentes dos pardmetros cosmolégicos apresentados na
dltima edi¢do do Review of Particle Physics |23]. Dessa

4Uma discussido detalhada acerca do modelo estatico de Einstein
bem como de sua instabilidade pode ser obtida na referéncia |13].
50bjeto cuja luminosidade é bem conhecida, servindo dessa maneira
como "régua cosmica’”.

6Para uma discussio mais detalhada acerca da descoberta de Hub-
ble, veja a referéncia [19].

"Proveniente de: A Cold Dark Matter, onde A é a Constante Cos-
mologica. Ver Segéo@
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forma, iremos partir das equagoes de campo propostas
por Einstein como sendo a base de toda a descricao do
Universo e, através de consideracgoes cabiveis, a saber,
o Principio Cosmoldgico, obter a equacao primordial
para nossos estudos, a equacao de Friedmann. Feito isso,
utilizando a Cosmologia Padrao, iremos explorar as im-
plicagoes de diferentes consideracoes no que diz respeito
a composigao do Universo e a geometria do espago, verifi-
cando o comportamento da evolu¢ao do Universo através
das respectivas solugoes da equacao de Friedmann. Atra-
vés dessas consideragoes, iremos determinar os intervalos
temporais nos quais cada uma das componentes se mostra
dominante sobre as demais. Tal descricao nos possibilita
nao somente compreender o comportamento do Universo
ao longo do tempo, a fim de predizer possiveis destinos,
mas também calcular quantidades de interesse, como,
por exemplo, a idade do Universo.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma. Na
proxima Secao apresentaremos os fundamentos da Cos-
mologia Padrao, com énfase nas equagoes de Friedmann.
Na Secdo [3} determinaremos o efeito que as distintas
curvaturas possiveis para o Universo acarretam em sua
evolugdo. Assumindo um Universo plano, nas Segoes
e[6] apresentaremos, respectivamente, as solugdes da equa-
¢ao de Friedmann para um Universo composto por um
Unico constituinte, uma combinacao de dois constituintes
e, por fim, por trés constituintes. Nossas conclusoes sao
apresentadas na Secdo [7] Por fim, no material suplemen-
tar apresentaremos a derivagao da Equagao de Friedmann
(Apéndice A) e da equacio de fluido (Apéndice B), assim
como iremos apresentar uma estimativa para a idade
de um Universo caracterizado por maéteria e termo de
curvatura nao nulo (Apéndice C).

2. Cosmologia Padrao

Para o desenvolvimento dos nossos estudos iremos con-
siderar o modelo ACDM, o qual melhor descreve os
atuais dados observacionais [23] e por isso é usualmente
denominando Modelo Padrao da Cosmologia ou Cosmo-
logia Padrao [25})26]. Esse modelo leva em consideragao
as proposicoes do Big Bang, ou seja, que o Universo
teve um inicio extremamente denso, quente e compacto,
seguido de um periodo inflacionario e uma posterior ex-
pansdo. Sendo assim, muitos também o chamam como
Hot Big Bang Model [2,26]. A Cosmologia Padrao leva
em consideracao o Principio Cosmolégico e como compo-
sicdo atual os seguintes constituintes: matéria barionica,
matéria escura e energia escura. Como desejamos descre-
ver a evolugao do Universo nao apenas nos dias atuais,
mas também para tempos primordiais, ¢ importante que
levemos em consideracao a componente referente a radia-
¢ao. Nesta Secédo iremos discutir o Principio Cosmoldgico
e suas implicagoes, bem como das componentes citadas
anteriormente.
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2.1. O Principio Cosmolégico

O Principio da Relatividade proposto por Einstein para
a Relatividade Restrita [27] nos diz que as leis da Fi-
sica sao independentes do sistema de referéncia inercial
adotado. Sendo assim, tais leis devem ser expressas da
mesma forma em todos os referéncias inercias (Covarian-
cia das Leis da Fisica), sendo as mesmas para todos os
observadores. Em extensao a esse postulado, Edward A.
Milne (1896-1950) cunhou, em meados dos anos 1930,
o Principio Cosmolégico da forma como perdura até
os dias de hoje [28130]. A extensédo reside no fato de que,
além da forma com que descrevemos as leis da Fisica,
a estrutura do Universo deve ser a mesma para obser-
vadores em diferentes referenciais em relacao ao fluido
césmico [28-30]. Em suma, este principio nos diz que
em escalas apropriadas o nosso Universo é homogéneo e
isotrépico.

Se analisarmos regides do Universo da ordem de ~
1 ano-luz podemos observar aglomeragoes de estrelas,
enquanto que em regides da ordem de ~ 106 anos-luz
observamos aglomeragoes de galdxias, por sua vez em
regides da ordem de ~ 107 anos-luz vemos aglomeracoes
de aglomerados de galdxias [31]. No entanto, quando ana-
lisamos regides do Universo da ordem de escalas cosmo-
légicas, i.e. > 100Mpc (1pc = 3,261 anos-luz), podemos
observar que o Universo é idéntico em qualquer locali-
dade, a distribuigao espacial da composi¢ao é a mesma,
e dizemos que o Universo é homogéneo [2,[3233]. Por
outro lado, em pequenas escalas ¢ importante que haja
inomogeneidade, caso contrario ndo teriamos a formacao
de sistemas{ﬂ Veja, por exemplo, o caso do Sistema Solar.
Claramente nao temos uma homogeneidade, dado que
temos planetas com massas distintas e com distancias
distintas entre si. Além disso, temos que hé uma direcao
preferencial na interagdo Sol-Planeta. Isso nos leva as
defini¢oes de isotropia e anisotropia. Como temos uma
direcdo preferencial na interacdo gravitacional entre o Sol
e os planetas no caso do Sistema Solar, dizemos que esse
sistema ¢é anisotrépico. E importante enfatizar que se ti-
véssemos isotropia, nao seria possivel manter os planetas
em 6rbita [2]. No entanto, em escalas cosmolégicas, o
nosso Universo ¢ isotrépico, tendo a mesma aparéncia em
todas as direc¢des, nao existindo uma dire¢ao preferencial
para as leis da Fisica.

Observagoes astronémicas demonstram que de fato, em
larga escala, o Universo é homogéneo e isotrépico [32,33].
Uma das mais importantes descobertas é concernente a
Radiacdo Césmica de Funddﬂ que demonstrou possuir
uma homogeneidade de uma parte em 10° para qualquer
diregéo [6]. Podemos visualizar a homogeneidade a partir
dos dados para a Radiagdo Cdsmica de Fundo coletados

8Para se ter uma nocio da inomogeneidade em pequenas escalas,
se considerarmos uma esfera de 3m de didmetro ao nosso redor,
teremos uma densidade média de ~ 100kgm 3, enquanto que a
densidade média do Universo é da ordem de ~ 10~2"kgm™3 [2].
9A Radiagdo Césmica de Fundo foi primeiramente detectada pelos
astronomos Arno Penzias (1933-) e Robert Wilson (1936-) [34].
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e distribuidos pelo satélite Planck na Figura 1, onde ve-
mos as flutuacoes de temperatura, através das diferentes
cores, que representam as "sementes” que posteriormente
formariam as galaxias e estrelas.

O fato de ser homogéneo e isotrdpico implica que nao
podemos estabelecer um centro, absoluto, para o Uni-
verso. Sendo assim, qualquer observador em qualquer
ponto do Universo verd a variacao das distancias entre as
galdxias da mesma forma [2]. Para compreendermos isso,
fagamos o seguinte experimento mental. Imagine uma
bola de vinil, com algumas moedas (representando as
galdxias) sobre a sua superficie e distribuidas de forma
uniforme (representando a homogeneidade do Universo).
Se comegarmos a encher a bola com ar, as moedas se
afastardo umas das outras (veja a Figura 2). Agora ima-
gine que possamos habitar alguma dessas moedas-galaxia.
Com isso, podemos olhar para qualquer direcao da bola
e constatar o mesmo comportamento das moedas-galdxia
vizinhas (representando a isotropia). Note que nao po-
demos estabelecer um centro absoluto, visto que a dis-
tribuicdo de moedas em torno da moeda habitada é
esfericamente simétrica. Dessa forma, como nao existe
um centro absoluto, mas uma variacdo homogénea e iso-
trépica das distancias, podemos considerar um sistema de
coordenadas onde a composi¢ao do Universo permanece
sempre em repouso, chamado comowving coordinates |36),
ou seja, nesse sistema as coordenadas permanecem cons-
tantes durante o transcorrer do tempo. Por fim, outra
implicagao do Principio Cosmolégico diz respeito ao fato
de que podemos estabelecer um tempo universal, isto é,
se considerarmos diversos observadores no sistema como-

Figura 1: Radiacdo Césmica de Fundo, obtida a partir de
dados coletados e distribuidos pelo Planck Legacy. Crédi-
tos: ESA/Planck Collaboration [35].

Figura 2: llustracdo de uma bola de vinil sendo inflada em funcdo
do tempo, onde os pontos cinza representam as moedas-galaxia
distribuidas uniformemente sobre a superficie da bola.
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ving coordinates (os chamados comoving observers), estes
poderao sincronizar os seus respectivos relégioﬂ visto
que observarao as distancias variando da mesma forma
e, consequentemente, os eventos ocorrendo da mesma
forma [36,[37].

Quando assumimos o Principio Cosmoldgico, as equa-
¢Oes propostas por Einstein para a Relatividade Geral
recaem, naturalmente, na chamada equacao de Fried-
mann [8}[9], como explicitamente demonstrado no Apén-
dice A do material suplementar. Tal equacdo descreve a
evolucao temporal do Universo e, portanto, é uma das
equagoes mais importantes da Cosmologia. Logo, é in-
teressante fazermos uma breve discussao a respeito da
implicacao do Principio Cosmoldgico no que diz respeito
a Relatividade Geral.

2.2. As Equagoes de Campo e a Equacao de
Friedmann

As equagoes da Relatividade Geral configuram o conjunto
de equacoOes principais para descrevermos o Universo
em larga escala. Tendo em vista a descoberta de uma
expansio acelerada [20-22] e que, como veremos adiante,
um Universo contendo apenas matéria e radiacdo nao
descreve tal aceleracao, devemos levar em consideracao
um termo cosmolégico que proporcione o observado. As
equagoes de campo, ja com a Constante Cosmoldgica A,
sdo escritas como [1}2]

8rG 1 A
RNJ/ = CT (T;uj - QQMVT) - ggNV ’ (1)

onde G é a constante gravitacionaﬂ Na Eq. , temos
que o lado esquerdo, composto pelo chamado tensor de
Ricci, R, descreve a geometria do espaco-tempo. Ja
no lado direito, temos os termos referentes a composigao
do Universo, representados pelo tensor energia-momento,
T,.. Esse tensor é responsdvel por descrever a distri-
buicdo de matéria e energia tal que, para um Universo
homogéneo e isotrépico, podemos considerar como sendo
a de um fluido perfeito. Além disso, g, ¢ o tensor mé-
trico, que nos diz qual é a relagdo entre as distancias
espaco-temporais e os intervalos das coordenadas. Por
fim, T é o escalar energia-momento, que é obtido através
da contracdo T = Tl“,g’“’E e A é a ja citada Constante
Cosmoldgica.

Podemos considerar a métrica que descreve um Uni-
verso homogéneo e isotrépico, conhecido como métrica
de Robertson-Walker [38-41], cujo elemento de linha é
dado por

ds? = Adt?

—a(t)? (71—1;1:22/123 + 7r2d#? + r? sin? 9d¢2> ., (2

10Por razdes légicas, consideramos o ”tempo zero” no Big Bang.

G =6,673 x 10~ Tm3kg~ts~2.

12Perceba que estamos usando a convencdo de Einstein para soma-
térios, onde fica implicita a soma sobre os indices repetidos.
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onde k é o termo de curvatura, que nos diz a geometria
do Universo e pode assumir os valores k£ = 1 para uma
geometria esférica, k = —1 para a geometria hiperbélica
e k = 0 para a geometria plana. Tais possibilidades
podem ser visualizadas em uma versao bidimensional na
Figura 3. Temos ainda que, Ry é o raio de curvatura do
Universo. Por fim, a(t) é o fator de escala que, como o
préprio nome diz, define a escala das distdncias em um
Universo homogéneo e isotrépico, tal que a(tg) = 1 no
presente, onde ¢ = tg [2].

Visto que a Eq. é o elemento de linha que descreve
a dindmica de um Universo em concordancia com o Prin-
cipio Cosmolodgico, temos que r, 6 e ¢ sdo as comoving
coordinates. Sendo assim, o tensor métrico, g, descreve
um Universo de acordo com Principio Cosmolégico, ja
que ds* = g, dx"dz”. Esta mesma simetria deve estar
presente no tensor energia-momento e, como consequén-
cia, no escalar energia-momento. A escolha mais simples
que podemos imaginar é aquela referente ao tensor, 7,,,
de um fluido perfeito, i.e., um fluido que é caracterizado
por uma densidade p, uma quadri-velocidade U, e uma
pressao, P, atuando igualmente em todas as direcoes.
Além disso, devido a homogeneidade e isotropia, p e P
dependem somente do tempo. Temos, dessa forma

p2 0 0 0
0O —P 0 0
Twl=1 09 0o —p o (3)
0O 0 0 =P

No Apéndice B do material suplementar demonstramos
que a partir da conservacao do tensor energia-momento
pode se derivar a equagao de fluido dada por

. 34, , B
p—l—ga(pc +P)=0. (4)

Com os coeficientes métricos que podemos extrair da
Eq. (2), utilizando que ds* = g,,dz"dz", e o tensor
energia-momento dado pela Eq. , podemos resolver a
Eq. e obter a equagao de aceleragao

a G , A
e a equagao de Friedmann [8,9]
.\ 2
a 8rG kc? A
| =P 55+ 6
(a) 3 7 R3a? T3 (6)

k=-1 =1

k=10

Figura 3: Representacdo das trés possibilidades de curvaturas:
k=—1,k=1ek =0, respectivamente.
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cujas derivagoes se encontram no Apéndice A do ma-
terial suplementar. Salientamos que estamos utilizando
a notagao de Einstein para as derivadas temporais, i.e.,
com um ponto sobre a varidvel.

As equagdes ([4))-(6) nao sdo linearmente independentes,
i.e., podemos obter a Eq. combinando as equagoes
e @ Assim, temos duas equagoes e trés incognitas: p(t),
P(t) e a(t). Precisamos, entdo, de uma quarta equagio
para fechar o conjunto minimo de equagdes necessarias
para descrevermos a evoluc¢ao do Universo. Para tanto,
utilizamos uma equacao de estado, que relaciona a pres-
sdo e a densidade dos constituintes do Universo. Definir
a equacao de estado significa especificar a natureza dos
constituintes do Universo, estabelecendo assim uma co-
nexao direta entre Cosmologia e Fisica de Particulas.
Para os nossos propoésitos, iremos considerar a seguinte
equacdo de estado [6]

P=wcp, (7)

onde w é um parametro adimensional que caracteriza um
dado constituinte com densidade p. Podemos obter a evo-
lugao da densidade de uma dada componente, inserindo

a Eq. na Eq. , 0 que resulta
puo(a) = puoa 1), (8)

onde p, o é a densidade da componente w no presente.

A partir da equacdo de Friedmann podemos derivar
a densidade critica do Universe, a qual é a densidade
limiar entre as possiveis geometrias

2
iU (9)

pe(t)

sendo que H(t) = a/a é o parAmetro de Hubble tal que,
se t = tg, temos H(tg) = Hp, a chamada constante de
Hubble definida como [23},42]

Hy =100h km s~ *Mpc ™", (10)

onde h é o pardmetro de Hubble escalonado, cujo valor
é h=10,674 40,005 |23]. Consequentemente, o valor da
constante de Hubble é [7,23]

Hy = (67,44 0,5)km s~ *Mpc™" . (11)

Este valor, obtido pela Colaboragdo Planck a partir das
anisotropias da radia¢do césmica de fundo [?], serd uti-
lizado nos demais calculos apresentados neste artigo.
Entretanto, é importante enfatizar que o estudo reali-
zado na Ref. [?], que deriva Hj a partir de medidas de
distancia de galdxias no Universo local, usando varia-
veis cefeidas e supernovas tipo Ia (SNe Ia), resulta em
Hy = 74,03+ 1,42km s~ "Mpc~!. Esta discrepancia em
mais de 40 de confianca estatistica é um importante pro-
blema em aberto no modelo padrao da Cosmologia, sendo
usualmente denominado Hy — tension problem. Para uma
discussdo mais detalhada, recomendamos as Refs. [?,7] .
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Inserindo a Eq. na Eq. @ resulta que o valor da
densidade critica, no presente, é de (23]

peo = 1,878 x 10726h% kg m ™ . (12)

Se a densidade do Universo for menor do que a densi-
dade critica dada pela Eq. a geometria do Universo
serd hiperbdlica, enquanto que, se a densidade for maior
do que a densidade critica, a geometria sera esférica e,
por fim, se a densidade for igual a densidade critica, a
geometria serd plana.

As equacoes de Friedmann, de aceleracao, de fluido
e de estado sdo equagodes necessarias para descrevermos
a evolugdo do Universo. A fim de resolvé-las devemos
especificar os constituintes presentes no Universo, o que
serd feito a seguir.

2.3. A Composicao

A componente mais notéria que podemos considerar
é a matéria ordindria que integra as estruturas obser-
véaveis (e.g. planetas, estrelas, galdxias). Dado que a
densidade total do universo é extremamente baixa (~
10~2"kg m73), podemos considerar um gas que é gover-
nado pela equagdo dos gases ideais e obter [43]

2
P, (13)

3
onde (v?) é a velocidade quadritica média das particulas
que compdem o gés. Se compararmos a Eq. com a

Eq. , resulta
(v?)
=-—. 14
302 (14)
Como a matéria ordinaria é composta por particulas
nao relativisticas, decorre que (v?) < ¢, o que implica
(v?)/3¢? = 0. Consequentemente, da Eq. (14), resulta

W = 0. (15)

Inserindo a Eq. na Eq. , obtemos que a densidade
de matéria evolui com [6}44]

pm(a’) = /)771700/_3 . (16)

Esse é um resultado esperado pois para uma distribuigao
esférica de matéria tem-se que conforme o volume da dis-
tribuicdo aumenta, a densidade de matéria diminui com
o raio ao cubo. Como o raio é diretamente proporcional
ao fator de escala, resulta que a densidade deve decrescer
com o fator de escala ao cubo.

Em meados dos anos 30, o astronomo Fritz Zwicky
(1898-1974) propos a existéncia de uma nova forma de
matéria, distinta da matéria baridénica, denominada ma-
téria escura [45]. Enquanto observava o aglomerado de
Coma, Zwicky notou que a soma das contribui¢es de
massa das estrelas e gases nesse aglomerado nao era
suficiente para que a atracdo gravitacional mantivesse
as galaxias unidas, chegando a conclusao de que deve-
ria haver mais massa do que o observado [45]. Além
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disso, essa matéria nao deveria interagir eletromagnetica-
mente devido ao fato de néo ser possivel observé—laFEI e,
portanto, deveria ser de natureza distinta a da matéria
ordindria [26].

Outra evidéncia acerca da existéncia de matéria escura
diz respeito ao famoso problema da curva de rotacao
das galdxias. Vera Rubin (1928-2016) e colaboradores
efetuaram curvas de rotagoes a partir de observagcoes,
onde conseguiram extrapolar tais observagdes para além
das regides visiveis das galdxias [46]. Verificou-se que, ao
invés de a velocidade tangencial de um dado observavel
diminuir com r~1/2 a partir da regido visivel da galaxia,
ela permanece constante. Como consequéncia, mesmo
apdés a regiao visivel espera-se a presencga de matéria, mas
que nao pode ser observada diretamente, retomando a
proposta da existéncia de matéria escura sugerida por
Zwicky [47]. Nao obstante, para efeitos de melhor ajuste
com os dados observacionais, a matéria escura precisa
ser nao relativistica, o que justifica a nomenclatura ma-
téria escura fria, proveniente do inglés cold dark matter
(CDM) [26].

Sendo assim, levando-se em conta a presenca de ma-
téria escura, e sendo ela de natureza atrativa e nao
relativistica, assim como a matéria ordinaria, quando
consideramos a Eq. , estamos considerando tanto
matéria ordinaria quanto matéria escura. Logo, daqui
por diante, quando nos referirmos & componente matéria
estamos nos referindo a matéria ordindria e a matéria
escura. Salientamos que a natureza da matéria escura
ainda é desconhecida e a busca para determiné-la diz
respeito & uma extensa e rica drea da Fisica [48,/49).

Outra componente notdria é a radiagdo, onde englo-
bamos nela ndo somente fétons, mas também quaisquer
outras particulas relativisticas. Dessa forma, teremos que
(v?)/c? ~ 1 onde, com isso, a Eq. nos diz que

1
wr A g (17)
Se inserirmos este resultado na Eq. , resulta que a
densidade de radiagao evolui com [6}44]

pr(a’) = pr70a_4 . (18)

Esse resultado também é esperado. Primeiramente, te-
mos que devido ao acréscimo do volume, a densidade de
radiacdo ird variar com oc a~3. O fator extra é devido a
variacao do comprimento de onda com a expansao. Dado
que o comprimento de onda A é proporcional a a, bem
como a energia é dada por E = hc/)\, tem-se que ela
é proporcional a a~!. Consequentemente, temos que a
densidade de radiagio varia com o a=* [3].

Como apontado anteriormente, se considerarmos ape-
nas matéria e radiagdo nao obtemos a observada expansao
acelerada do Universo [20H22] e, dessa forma, precisamos
inserir a Constante Cosmolégica. Podemos obter wy da
seguinte maneira. Perceba que, se na Eq. (@ ndés supri-
mirmos o termo referente a Constante Cosmoldgica e

13Por isso é chamada de matéria escura.
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fizermos p — p + pa, podemos recuperar a Eq. (6) com
o fator A/3, se

A

~8G (19)

PA
ou seja, a densidade associada a constante cosmoldgica
é constante durante a evolugdo temporal do Universo.
A partir de py podemos derivar a pressdo associada ao
termo cosmoldgico inserindo a Eq. na Eq. , o qual
resulta

A
Py = ———c® = —ppc?, 20
NE e d PA (20)
onde, por uma simples comparacao com a Eq. 7 segue
que

wp =—1. (21)

Veja que obtivemos uma pressdo negativa para a com-
ponente associada a Constante Cosmoldgica, o que é
esperado pois uma pressao negativa nos proporciona a
repulsdo gravitacional desejada para que a expansao do
Universo seja acelerada [3]. Assim como a matéria es-
cura, a natureza da Constante Cosmolégica ainda é uma
questdo em aberto [49).

Podemos visualizar qualitativamente a evolugao das
densidades para cada uma das componentes na Figura
4, a qual indica que a radiacdo deve ser dominante nos
instantes iniciais (¢ — 0), enquanto que o termo cosmo-
logico deve determinar o seu destino final. Entre estes
dois limites assintéticos, devemos ter um regime no qual
a matéria é dominante.

Radiagao Matéria A

densidade

a

Figura 4: Representacdo da evolucao das densidades associa-
das a radiacdo (curva continua), matéria (curva pontilhada) e
Constante Cosmoldgica (curva tracejada). As grandezas a,m
e a.n representam fatores de escala onde ha equivaléncia das
constribuicdes de matéria e radiacdo, bem como de matéria e da
constante cosmoldgica, respectivamente. Tais fatores de escala
serdo discutidos em detalhe na Segéo
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2.4. O Parametro de Densidade

E conveniente reescrevermos a equagao de Friedmann em
termos de um pardmetro adimensional chamado para-
metro de densidade, definido como [6]

o) = 20 (22)

onde, em t = ty, para um dado constituinte definido por
w, temos que
Qo = 220 (23)
Pc,0
O parametro de densidade total, em ¢ = tg, serd dado
por

QO — ppoo — Z Qw,O — QT,O =+ Qm,O + QA,O ) (24)

w
onde pg = pro + Pm,0 + Pa0- Se lembrarmos que p, € a
densidade limiar entre as possiveis geometrias, podemos
perceber que o Universo terd geometria hiperbdlica (k =
—1) se Qp < 1, geometria esférica (k= +1) se Qp > 1 e
geometria plana (k = 0) se Qo = 1.

Sendo assim, podemos reescrever a Eq. @ fazendo uso

das equacoes (22))-(24)), tal que
.\ 2
a o 2 Qr,O Qm,o Qo -1
<a) = HO ( a4 + LLS + QA’O - a2 . (25)

Os parametros de densidade sdo obtidos através de ob-
servagoes onde, atualmente, temos [?,23]

Q0 = 2,4Tx107° h™ 2,
Qmo = 0,31540,007,
Qa0 = 0,685+0,007 . (26)

Uma discussao detalhada sobre o procedimento para ob-
ter os principais parametros cosmoldgicos a partir dos
dados experimentais disponiveis na literatura é apresen-
tada na Ref. [25], a qual recomendamos fortemente ao
leitor interessado no tema.

Com os elementos apresentados nesta Secdo estamos
aptos a obter as solucgdes da equacgado de Friedmann
através da evolugao do fator de escala em funcao do
tempo. Devido ao fato de haver uma grande quantidade
de cendrios possiveis através das escolhas de composi-
¢ao e geometria, vamos nos restringir aos cenarios mais
instrutivos no que se refere a construgao, gradativa, do
cenario atual.

3. A Influéncia da Curvatura

Nesta Secao analisamos como diferentes consideragoes
referentes a geometria influenciam as solugoes da equa-
¢ao de Friedmann. Para analisarmos tais possibilidades,
consideramos um Universo composto apenas por matéria,
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onde €0 = 0 e 25 o = 0. Portanto, decorre da Eq.
que [2,5]

[H@fz(ffzﬂﬁch—gt”). 1)

Desta equacao obtemos

Q 1/2
a = Hj (O—Qo-i-l) ) (28)
a

a qual pode ser resolvida por integracao direta, tal que

a Q 71/2
/ da (f) —Qo+1) = Hot . (29)
0 a

No que segue iremos analisar a influéncia da curvatura
através da escolha de distintos valores para 2.

3.1. Geometria esférica

Consideremos um Universo atualmente em expansao,
logo, Hyp > 0. Como ha somente matéria, através da Lei
da Gravitacao de Newton podemos esperar que tal expan-
sao em algum momento cesse, iniciando posteriormente
um periodo de contragdo. No momento de estagnacao da
expansio devemos ter H(t) = 0. A Eq. nos diz que
H(t) =0, se [2,5,/50]

Q Qg —1 Q
o ool g o = (30)
al, Al Q-1
onde a4, é o fator de escala no qual ha a estagnacao da

expansdo. Além disso, como Qg > 0 teremos y/a® > 0 e,
portanto, para que possamos obter H(t) = 0, é necessério
que [2
Qo—1
a2

<0 = Qy>1. (31)

Sendo assim, considerando um Universo cuja dnica com-
ponente seja matéria, para que haja um periodo de con-
tracao é necessario que a densidade atual seja maior do
que a densidade critica, o que implica que devemos ter
um Universo com geometria esférica [2}/3].

A solucao da Eq. para Qg > 1, i.e., para k = +1,
pode ser obtida através da introdugao do chamado angulo
de desenvolvimento « [50451], tal que

Qo —1
Qo

2. . (32)

1—cosa=

Dessa forma, se fizermos uma substitui¢ao do tipo [52]

. Qo g fay Qo 1—cosa
“= s (2)_90—1< 2 ) (33)

obtemos a seguinte solugao parametrizada para a Eq. 2]

o) =gt (F552) e
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1 Q a — sin «
O () @

Note que a deve ser definido em 0 < o < 27 de forma
que, a expansdo atinge o seu maximo em « = 7, iniciando,
posteriormente, o periodo de contracao até encerrar em
uma grande implosdo, denominada Big Crunch, quando
a =27 . A representacao gréafica do fator de
escala em funcdo do tempo, dada pelas equagoes e
, pode ser visualizada na Figura 5 através da curva
pontilhada.

Por meio da solucao dada pelas equagoes e (35) po-
demos notar algumas caracteristicas interessantes desse
cenario. Primeiramente, a Eq. nos mostra que ob-
teremos o fator de escala maximo quando o = 7 e, com
isso, confirmamos o que ja demonstramos anteriormente
na Eq. . Em segundo lugar, por meio da Eq.
podemos extrair o "tempo méximo de vida”, t......, de
um Universo dotado de geometria esférica e composto
apenas por matéria. E facil ver que isso ocorre quando

a = 2m, logo

™ QO

t —_— .
Ho (Q0 — 1)%/2

(36)

crunch —
Dizemos, portanto, que um Universo positivamente cur-
vado e composto apenas por matéria ird se expandir até

o fator de escala maximo dado pela Eq. e, entdo, ird
colapsar no que chamamos de Big Crunch .

3.2. Geometria hiperbdlica

A solucdo da Eq. (29) para Qy < 1 pode ser obtida
seguindo a mesma, logica do caso anterior, com a diferenga
de que agora o angulo de desenvolvimento é imaginario,

50
------ o> 1 (esférico)
=== 8y < 1 (hiperbolico) i
D |— Q=1 (plano) Pk
30
&
20
10
0

0 20 40 60 80 100
Hy(t — to)
Figura 5: Fator de escala em fun¢do do tempo para um Universo

dominado por matéria espacialmente plano (curva continua),
esférico (curva pontilhada) e hiperbdlico (curva tracejada).
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ie,a=1i0 . Dessa forma, teremos

Qo —1
1—coshf = OQ
0

2a . (37)

Dito isso, a substituigdo necesséria para resolver a Eq. (29)

é dada por

R 1 2(@)__ Qo (coshﬁ—l)
a= QO7lslnh 2) = a1 5 , (38)

com a qual obtemos a solugdo parametrizada [2]

Q (cosh5—1) | (39)

a(B) = 0 5

1 Q (sinhﬁﬁ)' (“0)

= ma—ayr 2
Nesse caso, temos que 0 < § < oo . Podemos
visualizar graficamente as equacoes e através
da curva tracejada na Figura 5.

Tendo em vista a solucao da Eq. para um Universo
negativamente curvado e composto apenas por matéria,
dado pelas equagoes e , podemos perceber que,
em tal cenario, considerando que atualmente o Universo
estd em expansao, teremos que esse ird se expandir inde-

finidamente ao que chamamos de Big Chill .

3.3. Geometria plana

Finalizando as possibilidades de geometria para um Uni-
verso composto apenas por matéria, temos o Universo
onde €y = 1, ou seja, um Universo onde a densidade
é comparavel a densidade critica, corriqueiramente cha-
mado de Universo de Einstein - de Sitter . Para
esse cenario, podemos reescrever a Eq. €como

/ a'/?da = Hot . (41)
0

Resolvendo a Eq. 7 resulta

a(t) = (;)2/3 , (42)

2
3Hy '’
é a idade do Universo para o cenario em questao. Para
completeza do nosso estudo, os valores de ty para as geo-
metrias esférica e hiperbdlica sdo derivados no Apéndice

C. A solucgdo dada pela Eq. é representada pela
curva continua na Figura 5.

onde

to (43)

3.4. Anailise Comparativa

Perceba da Figura 5 que, para tempos pequenos, as trés
) b

possibilidades de curvatura demonstram um comporta-

mento do fator de escala extremamente similares. Para o
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caso onde k =0 (Qp = 1), durante toda a expansdo tere-
mos a o t2/3. J4 nos casos onde k # 0 (R > 1e Qo < 1)
decorre que, na Eq. , Qa3 > (1 - Qp)a"2, o que
implica que podemos aproximar, no limite de ¢ pequeno,
pelo comportamento do fator de escala do cenario para
geometria planalﬂ

A partirdet ~ Hj 1 conhecido como tempo de Hubble,
podemos notar que se inicia uma diferenciagdo mais acen-
tuada entre as trés curvas. Isto ocorre porque o contetdo
de matéria se dilui devido a expansao e, consequente-
mente, Qa3 < (1 — Qg)a"2. Com isso, temos que, um
Universo espacialmente plano continuard expandindo-se
com a o t2/3. Porém, um Universo espacialmente hiper-
bolico ird se expandir similarmente ao Universo de Milne,
i.e., um Universo com k = —1 (Qg < 1) e vazio [42]. Isso
é o que chamamos de expansao livre [3]. O caso onde
k=41 (29 > 1) possui um destino diferente aos dois
anteriores, qual seja, ndo ird findar em um Big Chill.
Nesse caso o conteido de matéria nao se diluird o su-
ficiente devido ao fato de que, sendo a sua densidade
maior do que a densidade critica, em uma interpretagao
newtoniana, a quantidade de matéria permite que a atra-
¢do gravitacional sobreponha a expansao e inicie uma
contragao [3]. Sendo assim, nesse cendrio haverd uma ex-
pansao até o fator de escala maximo dado pela Eq.
e, entao, inicia-se o periodo de contragdo até que, enfim,
colapse em um Big Crunch |2,/47]. Note que o periodo
de contragao é simétrico ao periodo de expansao, i.e.,
podemos fazer uma substituicao de ¢ por —t na Eq. e
mesmo assim ela permanecerd a mesma [3]. Isso sé ocorre
devido ao fato de que estamos tratando de um Universo
homogéneo e isotrépico onde, dessa forma, a expansao
é adiabética [5], nos permitindo considerar a evolugao
do Universo como um processo reversivem [2]. Deste
modo, o parametro de densidade além de determinar a
geometria do espaco, também nos diz qual serd o destino
do Universo [6]. Podemos observar tais possibilidades na
Tabela 1.

Dados observacionais indicam que o Universo é espaci-
almente plano [23}55]. Em vista disso, no que se segue,
iremos assumir k£ = 0 e focaremos em obter as solugdes da
equacao de Friedmann para diferentes possibilidades de

14Uma anélise minuciosa a respeito das solugbes clissicas da equacdo
de Friedmann efetuadas na Secdo [3| no que diz respeito ao intervalo
de pequenos valores de tempo & apresentada na referéncia [54].

15Se 0 Universo é homogéneo e isotrépico, a temperatura serd a
mesma em todo o Universo e, consequentemente, ndo ha fluxo de
calor em uma certa regiao de volume dV. Portanto, da Termodi-
namica, temos que d@ = TdS = 0. Logo, a entropia nao varia e
podemos considerar o processo como sendo reversivel.

€20200050-9

composicao do Universo. Primeiramente iremos relembrar
o caso onde a tinica componente é a matéria, seguindo
para o cendario onde ha apenas radiagao e findando com
um Universo espacialmente plano composto apenas pela
componente associada a Constante Cosmolégica.

4. Universo espacialmente plano
composto por apenas uma
componente

4.1. Universo Composto por Matéria

Como visto na Segao temos que um Universo dotado
de geometria plana e composto apenas por matéria se
expande com um fator de escala dado por [2,3,42]

a(t) = (t’;) . (44)

Além disso, um Universo com essas caracteristicas possui
uma idade de [3},/44}47]

2

to= ——
0 3H07

(45)
onde, utilizando o valor da constante de Hubble dado
pela pela Eq. , temos que essa idade é de

to = 9,68 x 10° anos . (46)

E importante enfatizar que este valor é inferior aquele
obtido para a idade das estrelas mais antigas presentes
em globulares estelares, as quais tem uma idade superior
a 10° anos. Portanto, um Universo composto apenas por
matéria ndo é um cenario vidvel para descrever nosso
Universo. Representamos a solucdo dada pela Eq.
através da curva continua na Figura 6.

4.2. Universo Composto por Radiagao

A analise de um Universo composto por radiacao é de
extrema importancia dado que, para tempos primordiais,
o termo referente a radiacdo na Eq. domina sobre
todos os outros termos [52]. Para tanto, consideramos
apenas a componente referente a radiagdo na Eq.
bem como k = 0, obtendo

a="", (47)

onde estamos levando em consideragdo que Qo =y =1,
devido ao fato de estarmos lidando com um Universo

Tabela 1: Possibilidades de comportamento do Universo para tempos maiores do que Hgl.

Pardmetro de Densidade

Termo de Curvatura

Comportamento para ¢t > H I

Qp <1 kE=-1 Big Chill (a x t)
Q=1 E=0 Big Chill (a o t?/3)
Qy>1 k=+1 Big Crunch

Adaptado de [2]
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Hy(t — to)

Figura 6: Fator de escala em funcdo do tempo para um Universo
espacialmente plano e composto apenas por matéria (curva
continua), radiacdo (curva pontilhada) e A (curva tracejada).

espacialmente plano [2]. A solugdo da equagdo diferencial
([@7), obtida por integracdo direta, é [2,3]

a(t) = (;)1/2 7 (48)

1

= 5H,
¢é a idade do Universo para o presente cenario que, ao
fazermos uso da Eq. , podemos obter

to = 7,26 x 10° anos . (50)

onde [2,47]

lo (49)

Assim como um Universo composto apenas por matéria,
este cenario é incompativel com os dados para as idades
das estrelas mais antigas observadas. A representagao
grafica da solugao Eq. pode ser visualizada através
da curva pontilhada na Figura 6.

Perceba que, um Universo cuja tinica componente é
a radiagdo e que seja dotado de uma geometria plana,
expande mais lentamente se comparado a um Universo
plano dominado por matéria. Isso se deve ao fato de
que, na Eq. , um Universo plano e dominado por
radiacdo, ao contrario de um Universo plano contendo
apenas matéria, possui o termo referente a pressao que
reduz a aceleracao (3.

4.3. Universo Composto pelo termo cosmolégico

Finalizando a andlise dos cenarios compostos por uma
Unica componente, temos aquele onde a componente
é a Constante Cosmolégica, também conhecido como
Universo de de Sitter [2]. Novamente considerando um
Universo espacialmente plano, teremos que a Eq.
pode ser escrita como [2}42]

- :HO ; (51)
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onde, como k =0, Qy o = Qp = 1 |2]. Podemos notar
que H(t) = Hy, o que implica que a taxa de expansdo é
constante durante toda a evolugdo do Universo [5], dife-
rentemente da taxa de expansao para um Universo plano
dominado por matéria e por radiagao cujas dependéncias
temporais sio de H oc t~1.

Podemos resolver a Eq. por integracao direta, tal

que
ad~ t~ B
/Ta:HO/tdt, (52)
0 a to

cuja solucao é dada por [2,[5)
a(t) = efolt=to) | (53)

de modo que sua representacao grafica pode ser visuali-
zada através da curva tracejada na Figura 6. E impor-
tante salientar que este cendario ndo possui uma idade
definida.

Assim, um Universo plano composto por A se expande
de forma exponencial [42]. Podemos interpretar isso com
o fato de que H(t) = Hp, ou seja, ndo hd um instante
de tempo privilegiado e a razdo de expansao é cons-
tante. Outra interpretacdo pode ser feita lembrando-se
que a pressao exercida pela Constante Cosmoldgica é
negativa [3]. Assim, como a densidade p, é constante,
conforme o Universo se expande maior serd o seu volume
e, como dE = ppc?dV, maior serd a energia do fluido de
A, fazendo com que o Universo se expanda ainda mais
rapido [6].

5. Universo composto por duas
componentes

Nas Sec¢oes e [.3] obtivemos as solugdes elementa-

res para cenarios onde £ = 0 e somente uma componente
estava presente. Nesta Secao solucionaremos a equacao
de Friedmann considerando duas componentes, a qual
nos aproxima um pouco mais da situagao real. Conside-
raremos dois cendrios, primeiramente matéria e radiagao
e, posteriormente, matéria e Constante Cosmologica.

5.1. Universo Composto por Matéria e
Radiacgao

Considerando um Universo plano composto por matéria
e radiacdo, temos que a razao entre as densidades de
matéria e radiagdo é dada por

pm(a) Qo
= —~a, 54
Pr (a) QT,O ( )

onde usamos que Q.0 = puw,0/Pc,0 € as equagdes (|16) e
(18). Fazendo py,/p, = 1, resulta [2,[24]
QT,O

Qrm = Qm,o ) (55)

o qual denominamos por fator de escala de equivaléncia
entre radiacao e matéria. Esse fator de escala é aquele no
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qual radiacdo e matéria contribuem igualmente para com
o contetido material do Universo. Utilizando os valores

da Eq. , obtemos que

arm = 1,73 x 1072 . (56)

Ademais, para o presente cendrio, podemos reescrever

a Eq. como [2,56]

Q. 0, 1/2
a = Hy ( 2+ ’°> .
a a

(57)

Isolando €2, e levando em consideracao a Eq. , ob-
temos " da
a 1/2
——= =HyQ, )t (58)
A (1+d/aTm)1/2 T,

que, por uma substitui¢ao do tipo 14+a/a,,, — a’, resulta
em uma relacdo para t em fungao do fator de escala, dada
por [2]

4a%m

a \1/2 a
s 1+ (e 2m) " ()]

7,0

Hot =

(59)

A Eq. nao nos diz como serd o comportamento do
fator de escala em fun¢ao do tempo, na forma como esta
apresentada. No entanto, dela podemos extrair o com-
portamento do fator de escala para a <K arpm € a > Grm,
além de determinar a idade aproximada, t,.,,, quando
matéria e radiagdo sao equivalentes.

Com a finalidade de encontrarmos t;,,, podemos sim-
plesmente fazer a = a,.,, na Eq. , o que implica [2]

b = X <1 - \/i) Hy!
rm — )
3017 2

(60)

que, fazendo uso das equagdes , e , resulta
trm = 22.951,21 anos . (61)

Adiante veremos que, em termos de escalas cosmoldgicas
temporais, t,,, é extremamente pequeno. Analisemos a
solucao dada pela Eq. em seus limites assintoticos
K Qpp € @ 2> Qrpyy -

5.1.1. Comportamento inicial (¢ < )

Se considerarmos a < Gy, teremos que a/a,, < 1 e,
consequentemente, podemos fazer a seguinte expansao

1/2 2
a a a
1+ ~1+ - .
Grm 20, 842,
Se inserirmos a Eq. (62) na Eq. (59) e mantivermos ape-
nas os termos quadréticos ou de ordem inferior, resulta [2]

(62)

1/2
alt) ~ (29},{51{@) (63)

Comparando o resultado expresso na Eq. com o
resultado expresso na Eq. , tem-se que para valores
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de tempo suficientemente pequenos, i.e., t < tp.py, 08
resultados obtidos para duas componentes serao similares
aos que obtemos se considerarmos um Universo composto
apenas por radiagio |24H§|

5.1.2. Comportamento final (a > a,,)

Prosseguindo com nossa anélise assintética da Eq. (59)),
temos que, para a > arm

4a2, 1 32 9
o <(1a> ~ §Q7r:0/2a3/2 ’ (64)

Hot ~ —rm —
1/2
3017 2

onde usamos que arp = Qy0/Qm,0. Assim, obtemos [2]

2/3
3
alt) ~ (2971,{7201{015) :

Compare as equagoes e . Como, para um Uni-
verso plano composto por matéria, to = 2/3Hy [31/44,/47],
é possivel perceber que as duas equagoes sao extrema-
mente similares. Portanto, se considerarmos tempos su-
ficientemente grandes, i.e., t > t,.,,, um Universo espa-
cialmente plano composto por matéria e radiacao, se
comportard de forma analoga aquele cuja tinica compo-
nente é matéria [24”2]

(65)

5.2. Universo Composto por Matéria e
Constante Cosmolégica

Prosseguindo da mesma forma que fizemos para o cenério
contendo matéria e radiacdo, podemos obter o fator de
escala de equivaléncia entre matéria e Constante Cosmo-
légica, definido por a;,a, que serd dado por [2,24]

Qm,O 1/3
Se fizermos uso dos valores da Eq. , resulta
ama = 0,77 . (67)

Tendo em vista que o fator de escala de equivaléncia
arm, dado pela Eq. , é muito menor do que o fator
de escala de equivaléncia a,,, dado pela Eq. € como
a contribuicdo da radiacdo decresce rapidamente (com
a~?) conforme o Universo se expande, um Universo plano
composto por matéria e Constante Cosmoldgica é uma
aproximacao muito boa do que se observa atualmente |2,
44). Por conseguinte, podemos reescrever a Eq. para
o presente cendrio da seguinte forma

L CI,3 1/2
a= Ho/; (’;A + a2) , (68)

16Note que isso se aplica até mesmo para um Universo composto
pelas trés componentes e com o termo de curvatura, visto que os
outros termos da Eq. serdo pequenos se comparados ao termos
referente a radiagdo.

17Nesse caso, ndo podemos estender essa conclusio para um Universo
plano contemplado com todos os constituintes, dado que para
fatores de escalas ainda maiores do que arm, 0 termo referente & A
serd relevante.
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onde, por integracao direta, temos que

a a3 —1/2 1 2
/ (T" + a2> da = HoQ)/? (69)
0

a

Por uma substituicao do tipo (@/ama)?/? — a', resulta [2]

3/2 3
Hotzimln (L) + 1+( a4 ) . (70)
3QAO AmA AmA

Essa solugao nos possibilita determinar o instante de
tempo, ¢, no qual as contribuicoes de matéria e Cons-
tante Cosmoldgica sdo equivalentes, bem como viabiliza
a analise assintética que desejamos.

Primeiramente, fazendo a = a;,a na Eq. (70)), re-
sulta [2]
tmA = ——75 (1 + \[) (71)
A0

Usando as equacoes ., teremos que a idade
que um Universo plano deve possuir para que haja igual
contribuicdo de matéria e A é

tma = 10,3 x 10° anos . (72)

Note a diferenca entre as ordens de grandeza de t,.,, e
tma. Enquanto que t,.,, o< 10% anos, temos que ¢, é 10°
vezes maior. Em adicdo a isso, lembre-se que para um
Universo plano, dominado por matéria, podemos obter
a idade do Universo através da Eq. , tal que ty =~
9,7 x 10% anos. Logo, tomando um Universo composto
apenas por matéria e Constante Cosmoldgica, temos uma
boa aproximacao na descricao da evolugdao do Universo,
bem como no calculo de sua idade, to [24].

Tendo isso em vista, a idade do Universo pode ser
obtida fazendo t = ty na Eq. e, lembrando que
a(ty) =1, logo

2 Qa0+ 1
to = =0\ (73)
3/ QA,o V1—Qa0
Usando os valores dados pelas equacdes 26)), re-
sulta
to = 13,8 x 10° anos . (74)

Portanto, a contribuicdo da radiacao para o calculo da
idade do Universo é muito pequena. Considerando-se
a radiagao, a idade do Universo sofre uma variagao de
apenas algumas partes por milhdo [2]. Este resultado é
verificado na Figura 7 onde comparamos os resultados
obtidos desconsiderando a contribuicao da radiagao com
aqueles considerando as trés contribuigoes. Vemos que
os resultados basicamente coincidem.

Além disso, podemos comparar a idade quando ha a
equivaléncia entre matéria e A, t,,5, dada pela Eq. ,
e a idade do Universo t(, obtida quando considerarmos
a presenca de matéria e Constante Cosmoldgica, dada

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 42, €20200050, 2020

Uma introdugéo a evolugdo do Universo segundo sua geometria e composicdo

R o+ 0mo+Ra0=1
Qo +2a.0=1 Q.o = 0,315)

e
P
. i

10° | e

7
o f

1072

7l
.'
|
|

1 —08 06 —04-02 0 02 04 06 08 1
Hy(t —tg)

Figura 7: Comparacdo entre o fator de escala em func3o do
tempo, para um Universo espacialmente plano, composto por
matéria e Constante Cosmoldgica, e aquele obtido com os trés
constituintes, onde utilizamos Q.0 = 2,47 x 1075 A%, Qo =
0,315 40,007 e 24,0 = 0,685 + 0,007.

pela Eq. . Nota-se que, embora ambas sdo da mesma
ordem de grandeza, t o 10° anos, hd uma diferenca,
nao desprezivel, de aproximadamente 3,5 x 10° anos.
Analisemos agora como a solu¢ido dada pela Eq.
se comporta em seus limites assintoticos a < a,,pA €
a > QmA -

5.2.1. Comportamento inicial (a < a;np)

Considerando a < a,,p, podemos utilizar a seguinte
expansao

w1+ ()" = (7)™
-3 {(aiA)mr ~ (affm)g/z : (75)

Substituindo a Eq. na Eq. e usando a? , =

QU 0/ 0, Tesulta (2]

2/3

a(t) ~ (391/ 2 H0t> . (76)

A vista disso, temos que um Universo plano composto
por matéria e A se comportard, para t < t,,5, como um
Universo espacialmente plano dominado por matéria [24].
Podemos notar isso através da simples comparacao entre
as equagoes e .

Repare que esse resultado é idéntico ao obtido na
Eq. , onde consideramos t > t,,, e um Universo
plano composto por matéria e radiagao. Logo, percebe-se
que, de fato, o periodo onde a componente referente a
matéria dominou sobre as outras esta entre o periodo de
dominancia dessas.
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5.2.2. Comportamento final (a > a,,a)

A solucao da equagao de Friedmann no limite onde
a > amp € dada por

2 3/2 1
Hot ~ —7>In [2 (L) ] ~ —75 In [L] . ()
3QA,0 GmA QA,o GmA
Consequentemente, temos que o comportamento do
fator de escala, para um Universo plano composto por
matéria e Constante Cosmolégica, no limite onde ¢ >

tma, € l2]
a(t) & amp exp (QXSHM) . (78)

Perceba a similaridade da Eq. com a Eq. .
Dessa similaridade, podemos notar que um Universo
plano composto por matéria e Constante Cosmolégica
ird se comportar de forma analoga a um Universo plano
composto apenas pela Constante Cosmologica, se consi-
derarmos t > ¢, [24].

E pertinente descrevermos graficamente o comporta-
mento do fator de escala para qualquer valor temporal
e nao somente em seus limites assintéticos. Isto posto,
utilizamos o método numérico Runge-Kutta de resolu-
¢ao de equacoes diferenciais a fim de solucionarmos a
Eq. , obtendo o comportamento do fator de escala
sem restrigdes. O resultado obtido pode ser visualizado
na Figura 7. Note que hd uma mudanca de comporta-
mento nos entornos de t,,5. Tal comportamento deve-se
ao fato que um Universo plano composto por matéria e A
se comporta inicialmente como aquele cuja tinica compo-
nente é a matéria e, em um instante posterior ao tempo
de equivaléncia, alterna para um comportamento simi-
lar ao de um Universo composto apenas pela Constante

Cosmolégicd™]

6. Universo composto por Radiacao,
Matéria e Constante Cosmoldgica

Por fim, expandimos nossas anélises ao cenario mais real,
ou seja, um Universo espacialmente plano composto por
radiacdo, matéria e pela Constante Cosmologica. Para
esse caso nao podemos obter solugbes assintéticas como
para os casos apresentados nas Secoes e To-
davia, podemos obter a solu¢do numéria utilizando o
método Runge-Kutta e tirar algumas conclusoes que na
verdade, como veremos, sdo reafirmacdes do que cons-
truimos durante nossas discussoes anteriores. A solugao
que obtivemos numericamente é apresentada na Figura
7, onde fica clara a similaridade com a solucdo obtida e
apresentada na Secdo anterior. Como ja discutido anteri-
ormente, tal resultado deve-se ao fato de que o periodo

18Estamos utilizando escala logaritimica no eixo dos fatores de
escala com o intuito de melhorar a vizualizagdo da mudanca de
comportamento do fator de escala para t < t,,p € t > tya-

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0050

€20200050-13

no qual a radiagdo possui contribuicao relevante é extre-
mamente diminuto com relagao ao periodo onde matéria
e Constante Cosmolégica dominam.

Na Figura 8 apresentamos a dependéncia temporal da
grandeza definida por |(a(ma) — A(rma))/Grma)l, & qual
nos permite estimar o impacto da radiagdo na evolugao do
Universo. Podemos perceber que, para pequenos valores
de tempo, a grandeza cresce fortemente, enquanto para
grandes intervalos de tempo ela tende a zero. E facil
entender estes resultados, levando-se em consideragao que
a contribuicdo da radiacdo é extremamente significativa
para valores de tempo menores do que t,,. Todavia,
rapidamente a diferenca a(,a) — a@-ma) tende a zero,
pois para t > t,.,, a contribuicao da radiacdo se torna
insignificante rapidamente, fazendo com que um Universo
contendo as trés componentes se comporte como um
Universo contendo apenas matéria e A.

7. Conclusao

Neste artigo abordamos tépicos essenciais a Cosmologia,
necessarios para obtermos a equac¢ao mais importante
de nossa andlise: a equacao de Friedmann. Através da
referida equacdo e levando-se em consideracao o cendrio
especulativo onde a tinica composicao é devida a matéria,
analisamos na Secdo [3| como cada tipo de geometria
(hiperbdlica, esférica e plana) influenciam no destino
final do Cosmos.

Feito isso, utilizamos dos modelos especulativos mais
elementares associados a uma geometria plana, expostos
nas Secoes e para demonstrar que, de fato,
a aceleracao da expansao coésmica é devida & presenga
da Constante Cosmolégica ndo nula. Verificamos isso
observando que a taxa de expansao, tanto para um Uni-
verso plano contendo apenas matéria quanto para um
Universo plano contendo apenas radiacgdo, possui depen-
déncia do tipo H(t) oc t71, i.e., uma taxa de expansdo

— Q=1

0.8

o |

3 4 6

0 1 2 :
Ht 1078

Figura 8: Dependéncia temporal da grandeza definida por
|(a(ma)y = @(rma))/@(rma)| para um Universo plano (k = 0).
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que decresce com o tempo, nédo refletindo a aceleragao
observada [20H22]. Por sua vez, a taxa de expansdo para
0 cenario composto por A e com k = 0 é dada por
H(t) = Hy, i.e., uma taxa de expansdo que permanece
constante durante toda a evolugdo do Cosmos e, portanto,
podendo explicar a aceleracao observada [20+22].

Refinando nossas anélises, avangamos para cenarios
compostos por duas componentes, onde nos restringi-
mos aos casos onde a composigdo é dada, primeiramente,
por matéria e radiagao e, posteriormente por matéria e
Constante Cosmoldgica. Através da consideragdo de um
Universo plano composto por matéria e radiagdo, foi pos-
sivel calcular a idade necesséaria que o Universo deve ter
para que essas duas componentes contribuam igualmente
para o contetido material do Universo. Tal idade é de
aproximadamente 22.951 anos e marca, para esse cenario,
a transicdo entre um periodo no qual a radiagdo domina
sobre a matéria para um periodo onde a matéria domina
sobre a radiacdo. Para o cendrio composto por matéria e
Constante Cosmoldgica, extraimos que o Universo deve
possuir aproximadamente 10,3 x 10° anos para que essas
componentes contribuam de forma igualitaria para com
a composicao deste cenario, com este instante de tempo
marcando a transicdo de um periodo de dominancia de
matéria para um periodo de domindncia de Constante
Cosmoloégica.

Podemos subdividir a histéria do Cosmos em trés eta-
pas principais. Em uma primeira etapa, que dura cerca
de 23.000 anos, temos que a radiacao possui dominancia
sobre as outras componentes. Logo apds, temos a etapa
onde a matéria domina sobre as outras componentes. Por
fim, quando o Universo possui cerca de 10,3 x 10? anos
h4 a transigdo para a tltima etapa onde a Constante Cos-
molégica domina sobre as outras componentes. Podemos
observar, qualitativamente, esta sequéncia de periodos
através da Figura 4.

Dado a grande diferenga na ordem de grandeza das
idades de equivaléncia dos dois cenarios mencionados
anteriormente, constatamos que considerar como consti-
tuintes basicos a matéria e a Constante Cosmologica é
uma boa aproximacgao para se descrever a maior parte da
evolugao do Universo. Essa afirmacao se torna ainda mais
evidente quando a grandeza [(a(ma) — @(rma))/Arma)l
a qual tende rapidamente a zero, demonstrando que o
fator de escala do cendrio completo se aproxima rapida-
mente do fator de escala do cenério contendo matéria e
A. Além disso, considerando a grande proximidade desse
cendrio para com o cenério completo, foi possivel calcular
a idade do Universo como sendo de 13,8 x 10? anos, o
qual concorda perfeitamente com o valor obtido a partir
dos dados mais recentes [23].

Por fim, esperamos que este artigo contribua para que
cada vez mais estudantes de graducao e professores de
Fisica do ensino médio compreendam os conceitos basicos
presentes em Cosmologia e, em particular, entendam a
evolucao do Universo a partir da equacao de Friedmann
e da modelagem de sua constituicdo. Recomendamos
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fortemente ao leitor interessado que busque complemen-
tar as informacoes apresentadas neste artigo através do
estudo das referéncias [12/131|19}/25/[26}/54], publicadas
em edigbes anteriores da Revista Brasileira de Ensino de
Fisica, assim como do livro - texto da Ref. [30].
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